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Begriff der Determinante

Rn×n := Menge der reellen (n×n)-Matrizen
Cn×n := Menge der komplexen (n×n)-Matr.

Det : Rn×n → R, A 7→ |A| oder DetA
Det : Cn×n → C, A 7→ |A| oder DetA

Def.: Sei

A =

 a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

 ∈ Rn×n , Cn×n

DetA :=
∑

p∈Sn

(−1)I(p)·a1p(1)·a2p(2)·. . .·anp(n)

Sn := Menge aller Permutationen (Vertau-
schungen) p der Zahlen 1,2, . . . , n.

Beisp.: p =

(
1 2 3 4 5 6
3 5 1 4 6 2

)
∈ S6

p(1) = 3, p(2) = 5, p(3) = 1,. . . , p(6) = 2

I(p) := Anzahl der Inversionen in p

Def.: i, j sind Inversion bzgl.p, wenn
i < j und p(i) > p(j) (Leupold falsch!)

Im Beisp.: I(p) = 7 (Leupold I(p) = 2)
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Kleine Determinanten∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21

Regel von SARRUS∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11 · a22 · a33 +
a12 · a23 · a31 +
a13 · a21 · a32 −
a31 · a22 · a13 −
a32 · a23 · a11 −
a33 · a21 · a12

A =

 a b c
d e f
g h i

 ⇒
���
������
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Adjunkten

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14 · · · a1n
a21 a22 a23 a24 · · · a2n
a31 a32 a33 a34 · · · a3n
a41 a42 a43 a44 · · · a4n
... ... ... ... . . . ...

an1 an2 an3 an4 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Für A23:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a14 · · · a1n
a23

a31 a32 a34 · · · a3n
a41 a42 a44 · · · a4n
... ... ... . . . ...

an1 an2 an4 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆23 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a14 · · · a1n
a31 a32 a34 · · · a3n
a41 a42 a44 · · · a4n
... ... ... . . . ...

an1 an2 an4 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Aij = (−1)i+j∆ij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ − + − . . .
− + − + . . .
+ − + − . . .
− + − + . . .
... ... ... ... . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Entwicklungssatz

Entwicklung nach i-ter Zeile

|A| =
n∑

l=1

ailAil = ai1Ai1+ai2Ai2+. . .+ainAin

Entwicklung nach i-ter Spalte

|A| =
n∑

l=1

aliAli = a1iA1i+a2iA2i+. . .+aniAni

Beispiele:∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
e f g h
i j k l
m n o p

∣∣∣∣∣∣∣ = −e

∣∣∣∣∣∣
b c d
j k l
n o p

∣∣∣∣∣∣+ f

∣∣∣∣∣∣
a c d
i k l
m o p

∣∣∣∣∣∣
−g

∣∣∣∣∣∣
a b d
i j l
m n p

∣∣∣∣∣∣+ h

∣∣∣∣∣∣
a b c
i j k
m n o

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

a b c d
e f g h
i j k l
m n o p

∣∣∣∣∣∣∣ = −b

∣∣∣∣∣∣
e g h
i k l
m o p

∣∣∣∣∣∣+ f

∣∣∣∣∣∣
a c d
i k l
m o p

∣∣∣∣∣∣
−j

∣∣∣∣∣∣
a c d
e g h
m o p

∣∣∣∣∣∣+ n

∣∣∣∣∣∣
a c d
e g h
i k l

∣∣∣∣∣∣
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Rechenregeln

∣∣∣AT
∣∣∣ = |A|

Vertauscht man in Det. zwei Zeilen/Spalten,
so ändert Det. das Vorzeichen.
(”benachbart” aus Leupold kann entfallen.)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

... ... . . . ...
λai1 λai2 · · · λain

... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

... ... . . . ...
ai1 ai2 · · · ain

... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · λa1k · · · a1n

a21 · · · λa2k · · · a2n
... . . . ... . . . ...

an1 · · · λank · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1k · · · a1n

a21 · · · a2k · · · a2n
... . . . ... . . . ...

an1 · · · ank · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
Folg.: |λA| = λn|A|
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Rechenregeln (Fortsetzung)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
... . . . ...

ai1 · · · ain
... . . . ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
... . . . ...

ãi1 · · · ãin
... . . . ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
... . . . ...

ai1 + ãi1 · · · ain + ãin
... . . . ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Addiert man zu einer Zeile/Spalte einer Det.

ein Vielfaches einer anderen Zeile/Spalte die-

ser Det., so ändert sich der Wert der Det.

nicht.

|A| = 0 ⇔ Zeilen/Spalten von A sind linear

abhängig.

Insbesondere ist |A| = 0, falls:

• Eine Zeile/Spalte von A enthält nur Nullen.

• Zwei Zeilen/Spalten von A sind gleich.

• Zwei Zeilen/Spalten von A sind propor-

tional.
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Rechenregeln (Fortsetzung)

A Dreiecksmatrix ⇒ |A| = a11 · a22 · . . . · ann

Findet Anwendung in Computerprogrammen:

• Gaußscher Alg. ⇒ Wandle |A| in Determi-

nante einer Dreiecksmatrix |Ã| um.

• Dann: |A| = |Ã| = ã11 · ã22 · . . . · ãnn

A, B vom Typ (n, n)

|A ·B| = |A| · |B|
|A ·B| = |B ·A|
|An| = |A|n

|A−1| =
1

|A|
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Cramersche Regel

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
... ... ...

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

D =
a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

Dxi =

a11 · · · b1 · · · a1n
... . . . ... . . . ...

an1 · · · bn · · · ann

i

xi =
Dxi

D
, i = 1, . . . , n
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Beispiel

cos(α)x + sin(α)y + α2z = 1
3x − eαy + z = 2
x − y + z = 3

D =
cos(α) sin(α) α2

3 eα 1
1 −1 1

= (eα + 1)cos(α)− 2 sin(α)− (3 + eα)α2

Dx =
1 sin(α) α2

2 eα 1
3 −1 1

= (eα + 1) + sin(α)− (2 + 3eα)α2

Dy =
cos(α) 1 α2

3 2 1
1 3 1

= − cos(α)− 2 + 7α2

x =
(eα + 1) + sin(α)− (2 + 3eα)α2

(eα + 1)cos(α)− 2 sin(α)− (3 + eα)α2

y =
− cos(α)− 2 + 7α2

(eα + 1)cos(α)− 2 sin(α)− (3 + eα)α2

Dz und z analog
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Inverse Matrix

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann



A−1 =
1

|A|


A11 A12 · · · A1n
A21 A22 · · · A2n
... ... . . . ...

An1 An2 · · · Ann


T
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Determinantenberechnung über Dreiecks-

matrix

|A| =

3 −7 1 0
5 1 0 −4
0 2 −6 8

−2 5 1 −1

= ?

I 3 -7 1 0
II 5 1 0 -4 II - 5

3
I

III 0 2 -6 8
IV 2 5 1 -1 IV - 2

3
I

I 3 -7 1 0

II 0 12,669 -1,667 -4
III 0 2 -6 8 III - 0,158 II
IV 0 9,669 0,333 -1 IV - 0,763 II
I 3 -7 1 0
II 0 12,669 -1,667 -4

III 0 0 -5,737 8,632
IV 0 0 1,605 2,052 IV + 0,280 III
I 3 -7 1 0
II 0 12,669 -1,667 -4
III 0 0 -5,737 8,632
IV 0 0 0 4,469

|A| = 3× 12,669× (−5,737)× 4,469

= −974,448

Exaktes Ergebnis: |A| = −974
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